Hoofdstuk 1

Basisdefinities

(1) DEFINITIE. Definieer “...a,...azaza1a” als de functie van N (inclusief 0)

naar R met:

[...Gn...aza2a100](M) = Z a; 10°

i=0
(De ay, worden gekozen uit {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} .)

De aldus gedefinieerde functies noemen we primitieve linkse getallen, en de ver-
zameling der primitieve linkse getallen geven we weer als Pl. De uitdrukking
“primitieve linkse getallen”zullen we verder veelal afkorten tot “pl-getallen”.
Dat is niet zo'n mond vol. Een aanduiding van de vorm “...a,...azaza;aq” voor
een pl-getal met de boven gegeven interpretatie als een functie van N (inclusief
0) naar R noemen we de decimale gedaante van dat pl-getal.

(2) DEFINITIE. Onder het pseudoquotiént pq(x,y) van twee pl-getallen x en
y verstaan we de verzameling van alle verdichtingspunten in R van de onder-
staande oneindige rij quotiénten:

z(0)+1 z(1)+1 z(2)+1 x(3)+1
y(0)+1"y(1)+17y(2)+1 y3)+1"""

Hierin is R = RU {4+o00} U {—0c0} de uitgebreide reéle getallenlijn.

(3) DEFINITIE. Onder het panorama pan(x) van een pl-getal x verstaan we de
functie van Pl naar P(R) met:

[pan(z)](z) = pa(z, 2)

(4) DEFINITIE. Onder gegeneraliseerde linkse getallen verstaan we functies
van N (inclusief 0) naar R, en de verzameling der gegeneraliseerde linkse getal-
len geven we aan als Gl. Vaak zullen we in plaats van “gegeneraliseerde linkse
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2 HOOFDSTUK 1. BASISDEFINITIES

getallen”kortweg spreken van “gl-getallen”. De optelling + en vermenigvuldi-
ging . voor de gl-getallen (en daarmee ook voor de pl-getallen) definiéren we als
volgt:

[z +yl(n) = z(n) +y(n) & [z.y)(n) = x(n).y(n)

Daarmee vormt (Gl,+,.) een commutatieve (functie)ring.

De verzameling der primitieve linkse getallen P/ vormt dus een deelverzame-
ling van de verzameling der gegeneraliseerde linkse getallen GI. Alle pl-getallen
zijn dus ook steeds gl-getallen, maar gl-getallen zijn niet steeds ook pl-getallen.
Veel gl-getallen hebben geen decimale gedaante in de eerder gedefinieerde bete-
kenis, maar de pl-getallen hebben dat per definitie wel altijd. Ten slotte zijn alle
sommen x+y en producten x.y van twee pl-getallen x en y steeds gl-getallen,
maar (lang) niet altijd weer pl-getallen.

(5) DEFINITIE. Definieer “t...a,...azasaiae” als de functie van N (inclusief 0)
naar R met:

[t...an...aza2a1a9](m) = tz a; 10°
i=0

(Het teken t is 4 of - , en de aj worden gekozen uit {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} .)

De aldus gedefinieerde functies noemen we hele linkse getallen, en de verzame-
ling der hele linkse getallen geven we weer als HiI. De uitdrukking “hele linkse
getallen” zullen we verder vaak afkorten tot “hl-getallen”. En een aanduiding
van de vorm “t...a,...azasaiaqg” voor een hl-getal met de boven gegeven interpre-
tatie als een functie van N (inclusief 0) naar R noemen we ook hier de decimale
gedaante van dat hl-getal.

(6) DEFINITIE. Onder de ring der volledige linkse getallen (VI,+,.) verstaan
we de deelring van (Gl,+,.) gegenereerd door Hl. De verzameling VI noemen
we dan uiteraard de verzameling der volledige linkse getallen terwijl we VI’s
elementen wvolledige linkse getallen of kortweg vl-getallen noemen. De som en
het product van twee vl-getallen zijn ook altijd zelf weer vl-getallen. Bovendien
kunnen alle vl-getallen als de som van een eindig aantal producten van eindige
aantallen hl-getallen geschreven worden.



Hoofdstuk 2

Eenpuntslemma

(7) LEMMA. Laat xo, 1, T2, T3, ..., Tpyy - €D Y0, Y1, Y2, Y3 --vs Yn, - ONEIndige rijen
cijfers gekozen uit {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} zijn. Definieer verder:

z(n) = Z x10F
k=0

y(n) = ypl0*
k=0

Stel bovendien dat de onderstaande rij slechts één verdichtingspunt in R heeft
en wel op “17.

Dan kan z # yi hoogstens voor eindig veel k voorkomen.

BEWIJS. Het bewijs bestaat uit de delen (A) t/m (E):

(A) Stel dat voor een zekere n geldt dat: y, —1 > z,. Dan vinden we voor
e=1/11 dat:

(yn - 1) —€ (yn + 1O_n) > T,
Yn +107" —€e(y, +107") > 2, + 1+ 107"

(1—€)(yn +107") > (zn +1) + 107"

3



4 HOOFDSTUK 2. EENPUNTSLEMMA

(zpn+1)+107"

1—e>
¢ Yn + 1077

(xn+1)10" +1

1—e>
¢ Y10 + 1

Dus wanneer voor oneindig veel n geldt dat y, — 1 > z, dan kan de limiet

lim :;Ezgi} onmogelijk meer 1 zijn.
n—oo

(B) Stel dat voor een zekere n geldt dat: y, + 1 < z,. Dan vinden we voor
e =1/12 dat:

(yn + 1) +e€ ((yn + 1) + 10_n) <Zn
(Yo +1D)+10" +e((yn+1)+107") <z, + 107"

(1+e)((yn +1) +107") < 2, +107"

T, +107"
(yn + 1) + 10—
2,107 +1
(yn + 1)10" + 1

l+e<

1+e<



z(n)+1
y(n) +1

1‘>e

x(n)—l—l_l >i
y(n)+1 12

Dus wanneer voor oneindig veel n geldt dat y, + 1 < z, dan kan de limiet
lim 2(+!
nosoo Y(n)+1

onmogelijk nog 1 zijn.

We hebben in (A) en (B) dus gevonden dat:

e Wanneer voor oneindig veel n geldt dat y, — 1 > =z, dan kan de limiet

lim ‘;EZ?E onmogelijk meer 1 zijn.
n—oo

e Wanneer voor oneindig veel n geldt dat y, + 1 < =z, dan kan de limiet

lim zggﬁ onmogelijk nog 1 zijn.
n—oo

(C) Met andere woorden: wanneer lim s+l 1, dan kan er slechts voor

n—oo ¥(n)+1
eindig veel n gelden dat y, — 1 > x, en kan er ook slechts voor eindig veel
n gelden dat y, + 1 < x,. Maar als er slechts voor eindig veel n geldt dat
Yn — 1 > x,, en dat y, + 1 < x,,, dan is er een natuurlijk getal M zodanig dat
Yn—1 >z, eny, +1 < x, voor n > M niet langer voorkomen. Bijgevolg impli-

ceert lim jgzgﬂ = 1 dat er een natuurlijk getal M is zodat y,—1 < z,, < yp+1
n—oo

voor alle n > M.

. . z(n)+1
Indien nhﬂn;o MOES!

er voor alle n > M+2 bijpassende waarden van a,, B,—1 € {—1,0,+1} & 7,2 €
(—2,42) te vinden zijn zodat:

= 1 dan is er dus steeds een natuurlijk getal M zodanig dat

x(n)+1 (Yn + @)10™ + (Y1 + Br_1)10" +2(n —2) + 1
y(n) +1 Yn10™ + 4, 11071 +y(n —2) + 1

z(n)+1 4, 10" +y,—110" T +y(n—2) + 1 N 10" + B,_110" 1 + 2(n — 2) — y(n — 2)

y(n)+1 310" 4y, 11071 +y(n —2) + 1 Ynl0™ +yp 110" +y(n —2) + 1

z(n)+1 ap10™ 4+ B,_110" 71 + 4, 210" 72
y(n) +1 y(n) +1

2(n) + 1 an + a5t 4 T

yn)+1 L= (y(n) + 1)10—"
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o) +1 | |ont Bt 4 G

y(n)+1 (y(n)+1)10—"

x(n) + 1 o, + Bn-1 In—2

AT s |2 10 100

y(n) +1 - 107+1.10—n

x(n) _|_ 1 a + Brn-1 + Yn—2
> |2 10 100

y(n)+1 - 10

(n) + 1
— 1| > ——|100«x,, + 1053,,— n—

(D) Rest nog aan te tonen dat er voor |100a,, + 108,—1 + vn—2| een posi-
tieve ondergrens bestaat die opgaat voor alle combinaties van o, en 5,_1 met
Qn, Bn—1 € {—1,0,+1} waarbij deze niet beide nul zijn. We zien dat:

Oy ﬁn—l 1000471 + 10ﬁn—1 |100an + loﬁn—l + 'Yn—2|
0] 0 0 €1[0,2)
0 -1 -10 > 8
0| +1 +10 > 8
-1 0 -100 > 98
-1 -1 -110 > 108
-1 +1 -90 > 88
+1 0 100 > 98
+1 -1 90 > 88
+1 | +1 110 > 108

Dus wanneer o, en 3,1 niet beide nul zijn dan geldt: [100c,+108,_1+vyn_2| >
8.

.. . z(n)+1
Bijgevolg zal nh_}ngo MRS

& Bn—_1 voor oneindig veel n de «,, en (B,_1 niet beide nul zijn. En omgekeerd

volgt dus uit lim ﬁZ;ﬁ = 1 dat in de combinatie a,, & B,,—1 de a,, en B,_1
n— oo

slechts voor eindig veel n niet beide nul kunnen zijn.

niet gelijk aan 1 kunnen zijn als in de combinatie o,

Voor alle x en y waarvoor lim 2+l _ 1 ig er derhalve een bijpassend natuur-
n—oo ¥(n)+1

lijk getal K zodat a,, =0 (en B,—1 = 0 ) voor alle n > K. En dus is er ook voor
z(n)+1

alle x en y waarvoor lim
y n-soo ¥(n)+1

dat z,, = y, voor alle n > K.

= 1 een bijpassend natuurlijk getal K zodanig

(E) Het is bekend dat als er voor een reéle rij slechts één verdichtingspunt in R
bestaat dat dan dit verdichtingspunt ook de limiet van die rij is. OJ



(8) COROLLARIUM. Laat ¢ = ...z,...23T2212Z0 €0 Y = ...Yn...Yy3Y2y1Yo twee
pl-getallen zijn waarvoor: pq(z,y) = {1}. Dan is er een bijpassend natuurlijk

getal K zodanig dat z,, = y,, voor alle n > K.

BEWIJS. Dit volgt direct uit (2) en (7). O



